
第五章 原子结构 

5.1  Born-Oppenheimer近似 

 多粒子体系定态 Schroedinger方程 

Ψ=Ψ−+

+∇−∇−

∑∑

∑∑∑

<

<

E
r

eZ
r
e

R
eZZ

mm

ip pi

p

ki ik

qp pq

qp
i

i
p

p p

}

22
{

,

22

2
2

2
2

2

       (5.1) 

上式中，p标记原子核，i标记电子，Rpq为核 p和核 q间的距离，rik

为电子 i和电子间的距离，rpi为核 p和电子 i间的距离，mp和 m分别
为核 p和电子的质量，Zpe和-e分别为核 p和电子所带的电荷，E为
分子定态的能量。 

   原子单位(a.u)：长度： Bohr半径 a0，能量用 hartree为单位，质

量用电子质量为单位， 
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使用原子单位的 Schroedinger方程 
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  Born-Oppenheimer Approximation 

用 V(R,r)代表方程(5.2)中的势能项 
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Born-Oppenheimer 假定 

   )(),(),( RvrRurR =Ψ                         (5.5) 

上式代入(5.4)，得到 
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对通常的分子 
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这样，方程(5.6)式中的第二和第三项一般可以略去，从而得到 
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这个方程可以分离变量为以下两个方程 
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因此,在 Born-Oppenheimer近似下,分子体系的波函数取(5.5)式的形式,

而 u(R,r)和 v(R) 依次由(5.7)和(5.8)确定. 

势能面:  ε(R) ～ R. 

注：通常用 E(R)表示电子的能量，ε(R)表示体系的总能量（包括核）。 

5. 2  氢原子与类氢离子 

  Schroedinger方程 
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式中 
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(5.9)式可改写为 
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由于氢原子和类氢离子的势能V只与 r有关，与θ及φ无关—中心势场，

中心势场条件下，波函数可进一步分解。令 

  )()()(),()(),,( φθφθφθ ΦΘ==Ψ=Ψ rRYrRr       (5.12) 

(5.12) 代入(5.11)，有 
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显然方程(5.13)两边都必须等于常数 
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(5.14)式即为轨道角动量的本征函数， 
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当使用原子单位时， 
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(5.15) R方程的解 

将β = l(l+1)代入(5.15)，有 
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上式是一个二阶齐次微分方程，通过（密级数）求解可得 
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式中  n≥l+1, n = 1, 2, 3, …， bj 可由有关的系数和归一化条件求得。 

可见 n的取值也是量子化的，因而体系的能量是不连续的。 

 

 



   类氢原子的解 
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即对于类氢体系，体系的简并度为 n2. 

量子数 n    1    2       3          4              …   

原子轨道    s   s, p(3)  s, p(3), d(5)   s, p(3), d(5), f(7)  … 

 

波函数的性质 

  径向分布： （1）R vs r 作图；（2）R2 vs r 作图；（3）r2R2 vs r 作

图 (D=4πr2R2). 

物理意义：  |Rnl(r)|2表明在距核为 r 的大圆球面上电子的几率；

|Rnl(r)|2⋅4πr2dr 表明在距核为 r厚度为 dr的球壳内找到电子的几率，

i.e. |Rnl(r)|2⋅4πr2表明在距核为 r单位厚度的球壳内找到电子的几率。 
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1s 2s 3s

2p 3p 4p

3d 4d 5d

4f 5f 6f

2a0 6a0 18a0

8a0 18a0 24a0

15a0 27a0 30a0

30a0 45a0 60a0  

 

径向分布的性质： 

Rnl(r)轨道的节点数目为 n-l-1个；|Rnl(r)|2⋅4πr2峰值的数目为 n-l. 
 



 

角度分布函数 Ylm 
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d轨道的成键方式 
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Examples:   δ键存在于以 Re2
6+, Mo2

4+为核的化合物中，如：Re2Cl8
2-, 

Mo2Cl8
4-.   

___ Cotton & Nocera,  Acc. Chem. Res. 2000, 33, 483. 
The Whole Story of the Two-Electron Bond, with the δ Bond  
as a Paradigm.  
 
75Re:  S2d5;   Re3+: d4;  可形成四重键。 
 
5.3  多电子原子 
  

对于 n电子的原子体系，Hamilton算符 
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由于第三项电子-电子相互作用项的出现，使得方程的求解变得十分

的困难，以至无法求得精确解。为此，必须考虑借助物理模型，使问



题得到简化。 

中心场模型（Central-field approximation） 

先考虑某一个电子，如电子 1的势能 
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式中 r1是电子 1到核的距离，ri1是第 i(i≠1)个电子与电子 1之间的距

离。若近似地认为电子 1所受到其它电子的排斥作用可以取一个平均

值，有 
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上式的第二项经径向和角度方向的平均化处理，得到仅与 r1有关的函

数，为此，令 
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代入(5.22)式，得 
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式中σ1称为屏蔽常数，σ1的数值反映了其它 n-1个电子对电子 1排斥

作用的大小。 将（5.24）式所示势能函数代入求解单电子 1（独立电

子模型）的 Schroedinger方程，得到 
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若令ξ = Z-σ1,则（5.25）式与求解类氢原子的 Schroedinger方程

完全相同的，只不过用ξ（有效核电荷）代替 Z。通过类似的处理方

法，可以得到每个电子的可能的波函数——原子轨道 
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对于多电子原子，原子轨道的能量不仅决定于 n, 还与屏蔽常数σI有

关。相同的 n，角量子数 l不同的原子轨道，其屏蔽常数不同。因此，
在类氢体系中，原来简并的能级将分开，以至发生“能级交错”。 
 Example:  Li  1s22s1  外层 2s电子受到 1s2电子的屏蔽作用，相当

于在一个有效核电荷ξ =3.0-1.7=1.30的电场中的独立运动。这时，2s
电子的能量为 
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若电子组态为 1s23d1, 外层 3d电子受到 1s2电子的屏蔽作用，相当于

在一个有效核电荷ξ =3.0-2=1.0 的电场中的独立运动, 它的能量为 
E3d = -1.51 eV. 
  Ref.  F. L. Piar, “Elementary Quantum Chemistry”, McGraw-Hill 
(1968). 

 

 

 

 



5.4 变分法 

  1  能量最低原理 

  设体系的 Hamilton算符为
∧

H，它的本征函数为ψi, 即 

iii EH ψψ =
∧

               (5.27) 

{ψi}≡ψ0, ψ1, ψ2, …, ψi, ψi+1, …组成一个正交归一完全集，其能量依次

增加，即 

       E0≤ E1≤ E2≤ …≤ Ei≤ Ei+1≤ …          (5.28) 

       ijji d δτψψ =∫ *
                  (5.29) 

又设φ为满足这一体系的边界条件(boundary condition)的任何“品优函

数”，则 
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上式称为能量最低原理：用任何满足边界条件的近似壮态函数φ计算

的能量的平均值 w 一定大于或等于真正的基态本征状态ψ0的本征值

E0. 

证明：令   i
i

icψφ ∑=             (5.31) 

 能量的平均值 
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 2 变分法（Variational method） 

设  
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求 w对λ1，λ2，…的偏导数，并使之等于 0，即 
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则可求得当W取最低值W0时，λ1，λ2，…的数值。 

W0的值与对应的φ0可作为体系基态能量与波函数的近似值, φ通常

称为试探变分函数（trial variation function）. 



3 氦原子和类氦离子的变分处理 

氦原子或类氦离子的 Hamilton为 
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令试探变分函数为归一化的类氢离子波函数的乘积 
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上式ψ1和ψ2为类氢离子的基态的精确波函数，即 
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由变分原理 
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 上式第三项积分可得 
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 于是 
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对于氦原子，Z=2, 所以 
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实验值 

eVIIE 986.78)405.54581.24()( 210 −=+−=+−=  

上述例中φ不包含参数，结果误差较大。 

变分处理 

把(5.36)式变分函数φ中的 Z改变为可调节的参数，于是 
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代入(5.38)有 
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为使W最低，令 
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代入(5.44)式，得 
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对于氦原子 

   W = -2.75-0.0977 = -2.848 hartree 

= -77.5 eV 

与实验值(-78.986eV)的相对误差为 1.88%. 

如果令变分函数包含两个参数， 

)1)]((exp[ 1221 crrrN ++−= λφ                 (5.47) 

可求得 W= -78.65 eV. 若令 

)14)]((exp[ 21 项多项式rrN +−= λφ          

则W = -78.984 eV, 与实验值仅差 0.002 eV. 通常，增加变分参数的数

目，可以提高变分计算的精度。 

 

 

 



4．线性变分法 

  如φ采用若干独立函数φi的线性组合 
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  式中 ci 为待定的实参数。这样的变分法叫做线性变分法(Linear 
variation method)。由(5.30)式，得 
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上式中 
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要使W最小，必须使 
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将（5.54）-(5.56)代入(5.53)式，得 
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即，有线性方程组 

 

 



 

改写成矩阵形式，得 

 

这是含 n个独立变量 c1, c2, …, cn奇次线性联立方程组。如果要使其

有非零解，则本征行列式必须为零，即 
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— 久期方程( secular equation) 

 由于 Hik和 Sik是 Hermite对称的，所以(5.58)的 n个根都是实根。 
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  5.5 定态微扰理论(Perturbation theory) 

1．非简并能级的一级微扰理论 

设未微扰体系(unperturbed system) 

0000
kkk EH ψψ =

∧

                (5.59) 

   ,,,,}{ 00
1

0
0

0
ik ψψψψ =            (5.60) 

,,,,}{ 00
1

0
0

0
ik EEEE =            (5.61) 

   

这些解称为无微扰的波函数，它们组成正交归一的完全集。 

 

 

  微扰体系(perturbed system) 

kkk EH ψψ =
∧

                   (5.60) 

∧∧∧

+= '0 HHH λ                  (5.61) 

微扰理论假定，微扰项很小，因此，微扰体系的波函数和能量接近未

微扰体系的波函数和能量，即可按λ展开， 

+++= "2'0
kkkk ψλλψψψ          (5.62) 

+++= "2'0
kkkk EEEE λλ            (5.63) 

将(5.61)-(5.63)代入(5.60)式，合并λ相同的系数后，得 
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  (5.64) 

对任意的λ值都等于零，各个λ幂的系数就必须等于零，所以 

0)( 000 =−
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kkEH ψ                                 (5.65) 

0)()( 0'''00 =−+−
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kkkk EHEH ψψ                    (5.66) 

0)()()( 0""'''"00 =−+−+−
∧∧∧

kkkkkk EHEHEH ψψψ      (5.67) 

令 
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l
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式中    ∫>==< τψψψψ da klkll
'0'0 |           (5.69) 

则  
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      (5.70) 

把(5.68), (5.70)代入(5.66)式，得 
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上式左乘 |0
kψ< ，有 
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波函数的一级校正 

  (5.72)式左乘 )(|0 kjj ≠<ψ ，有 
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所以 
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由归一化条件可确定 ak = 0. 

由微扰法获得的一级近似解为 
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kkkk HEE +=                                (5.74) 
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 2. 基态氦原子或类氢离子  

氦原子或类氦离子的 Hamilton为 
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无微扰体系 
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 3．简并能级的一级微扰理论 

  微扰体系的波动方程为 

  ψψψ EHHH =+=
∧∧∧

)'( 0
               (5.79) 

  无微扰体系的波动方程为 
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令    

   +++= ∑ "' 20 ψλλψψψ j
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j
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   +++= "' 20 EEEE λλ                 (5.82) 

通过类似的处理可得 
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写成矩阵形式 
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   (5.84) 

 

非零解必须满足下列久期方程 
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解(5.85)式，可得 E’ 的 m个根 

  
''

2
'
1 ,,,' mEEEE =                   (5.86) 

则 

  
'0
jj EEE +=  

由此可见，原来简并的能级 Ej
0,经微扰修正后就不再简并了。 

 

 

 4．氢原子的一级 Stark效应 

  氢原子的能级是 n2简并的，例如 n=2, 无外场时，其简并度为 4。 

假设加上一个均匀的外电场ε，则附加势能为 

  θε cos' reH =
∧

                    (5.87) 

加了电场以后，氢原子的 Hamilton算符为 

  
∧∧∧

+= '0 HHH                      (5.88) 

对于 n=2的状态， 
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属于此本征值的本征函数为 
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   (5.89) 

微扰矩阵元计算不难发现：除 H’12=H’21 = -3eε a0不为零外，其它均

为零。 

久期方程 
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解此方程，可得 E’ 
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因此，考虑到一级修正，四重简并的能级(n=2)，分裂为三个能级。 

 

n=1

n=2

无 外 场 外 场  

 

5.6 原子轨道的自恰场方法 

1．全同粒子的交换对称性  



  多电子原子的 Schroedinger方程 

),,,,( 2,1 nji qqqqqEH Ψ=Ψ
∧

        (5.92) 

由于电子的全同性（不可区分），任意两个电子的交换不会造成任何

可观测结果，即不会导致全同粒子物理量的变化。所以，Hamilton算

符对粒子的交换不变。 
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上式表明 
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及 
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             (5.95) 

所以 

         λ2 = 1，  λ = ±1 

因此 

),,,,( 2,1 njiij qqqqqP Ψ=Ψ
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            (5.96) 

),,,,( 2,1 njiij qqqqqP Ψ−=Ψ
∧

           (5.97) 

这样的波函数分别称为对称波函数(5.96)与反对称波函数(5.97). 



实验证明，在自然界中，具有半奇整数自旋的粒子(电子、质子)只能

处于反对称态，这类粒子称为费米子(Fermions)。具有整数自旋的粒

子(光子)只能处于对称态，这类粒子称为玻色子(Bosons)。 

 Pauli 原理： 多电子体系的总状态波函数一定是反对称的。 

 

 2．Slater 行列式  

对于 N电子体系 

)()()(

)()()(
)()()(

!
1),,,(

21

22212

12111

21

NNNN

N

N

N

qqq

qqq
qqq

N
qqq

ψψψ

ψψψ
ψψψ

=Ψ     (5.98) 

或  

|)()2()1(|),,2,1( 21 NN Nψψψ=Ψ  

这一行列式波函数满足波函数反对称要求。 

 3. Hartree-Fock方程  

   采用 Slater行列式波函数，体系的能量为 

 τdNHNE ),,2,1(),,2,1(* ΨΨ=
∧

∫        (5.99) 

 经过数学处理，得到 
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式中 
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Jij称为 Coulomb积分；K’ij称为交换积分，只有当电子 1, 2自旋相同

时，K’ij不为零。 

   按照变分法的基本原理和单电子轨道的正交归一化条件，通过数

学处理，得 Hartree-Fock方程 
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式中 

  
i

ii r
ZH −∇−=

∧
2

2
1

 

  2
12

* )2()2(
τ

ψψ
d

r
J jj

j ∫=
∧

 

 )1(
)2()2(

)1( 2
12

*

j
ij

ij d
r

K ψτ
ψψ

ψ ∫=
∧

 

(5.104)式改写为 
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求解上面的 HF方程，需要采用自恰场方法。体系的总能量 
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5.7  Koopmans 定理 

  N电子 Slater行列式给出的能量表达式为 （cf 5.100） 

    
)(

)()(

'

11

'

11

ij
ij

N

i
ij

N

i
i

ij
ij

N

i
ij

N

i
ii

KJf

KJHNE

−+=

−+=

∑∑∑

∑∑∑

> ==

> ==

                (5.107) 

  移走第 k个电子后，N-1电子体系的 Slater行列式为 

|)()2()1(| 1121 NNkkk ψψψψψ +−=Ψ  

N-1电子体系 Hamilton量的期望值为 
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第 k个电子的电离势由能量差确定 
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在(5.105)中取 i=k, 用ψk
* 乘两边并积分，有 
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比较(5.109)、(5.110)两式有 
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---------- Koopmans Theorem. 

5.8 多电子原子的角动量（Angular Momentum in Many-Electron 

Atoms） 

总的轨道角动量 
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           (5.109) 

 

总的轨道角动量算符可与 Hamilton 算符对易，存在共同的本征函

数，所以，相关的状态可用总的轨道角动量标记。 
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总的自旋角动量 
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总的电子角动量 
→→→

+= SMJ                             (5.113) 
22 )1( += JJJ                        (5.114) 

||,,1, SLSLSLJ −−++=        (5.115) 

 

光谱项与光谱支项: 

LS 12 +
,     J

S L12 +
 

 

Configuration              Terms  

s2; p6; d10,                  1S 

p; p5                      2P 

p2; p4                     3P, 1D, 1S 

p3                        4S, 2D, 2P 

2P:   2P3/2, 2P1/2 

 

Hamilton中不同项的效应 



1s2p

3P

1P

3P0
3P1

3P2

Configuration Terms Levels States MJ
1
0
-1

H0 H0+Hrep H0+Hrep+HSO H0+Hrep+HSO+HB

0
1

0
-1

2 1
-1

-2

 

 

Fine structure / Zeeman effect 

 


