
第六章 群论 

 6.1  群论基础 

1 群的定义 
 
 设 G是一些元素的集合，G = {g0, g1, …, gi, …}. 在 G中定义了乘

法运算，如果 G对这种运算满足下面四个条件： 

(1)  有唯一的单位元 e.  e ∈G, 对任意 f ∈G, 都有 

ef = fe = f 

(2)   封闭性.  对任意 f , g∈G, 若 f g= h, 必有 h ∈G.   

            (3)  结合律 . 对任意 f , g, h∈G, 都有 

                       (f g) h = f (g h)  

(4)   逆元素.  对任意 f ∈G, 有唯一的 f -1∈G，使 

                       f f -1= f -1f = e, 

则称 G为一个群. e 称为群 G 的单位元，f –1 称为 f的逆元素。有限

群中群元素的数目称为群的阶。 

 
2 群的乘法表 

    
   二阶群 
 

G2          E         A   

E            E         A 

    A            A         E  

 

 

 

 

 



  三阶群 

                    G3          E     A    B 

E            E     A     B 

A           A     B     E 

B           B     E      A 

 (i) 若 AA = A2 = E  ->  BB = B2 = E;   ->  AB = B  -> A = E（不合理） 

 (ii) 若 AA = A2 = B, AB = AA2 = A3 = E; BA = E, BB = A. 

   

                    G3          E     A     A2 

E            E     A     A2 

A           A     A2    E 

A2          A2     E     A 

   — 循环群 

G = { X, X2, X3, …, Xn = E} 

— Abel群 AB = BA. 

 

四阶群 

  (i) 四阶循环群 

        X = A   X2 = B   X3 = C   X4 = E 

                      

        G4
(1)       E      A     B     C 

         E          E      A      B     C 

         A         A      B      C      E 

         B         B       C     E      A 

         C         C       E     A     B 

 

 

 



 

  (ii)   

                                 

        G4
(2)       E      A     B     C 

         E          E      A      B     C 

         A         A      E      C      B 

         B         B       C     E      A 

         C         C       B     A     E 

 

Ex1  构造五阶群的乘法表。 

 

3 子群 

   在 G4
(2)中，子集：{E, A}; {E, B}; {E, C} 构成较小的群——子

群。 

定理： g阶群 G的任意子群 H, 它的阶 h必为 g的除数。即， 

g =hn, n为整数。 

如：G6的子群的阶是：6和 1，2，3。 

4 类 

   若    A = X-1BX, 称 A和 B共轭。若 A和 B及 C共轭，则 B与 C

共轭。相互共轭的元素完整集合称为群的类。 

  所有类的阶必定是群阶的整数因子。 

 

Ex 2 把 G3, G4
(1), G4

(2), G5群的元素整理成类。 

 

 

 



6.2  对称点群 

1 对称元素与对称操作 
 

     

C3

C2

C2

C2

σv

σv

σv σh

AB3  
 
          对称元素                                   对称操作   
——————————————————————————  
  1．  平     面                                     通过平面的反映   
  2．   对称中心或反演中心             通过中心的反演 
  3．   真    轴                                      绕轴的转动 
  4．   非真轴                                      绕轴的转动-随之在垂直于 

转轴的平面中反映     
———————————————————————————   
 
对称面 (σ)： 对称操作：σ，σ2 = E；σ2k = E, σ2k+1 = σ. (1个操作) 

                            σv, σh, σd 

反演中心 (i):  对称操作：i，i2 = E；i2k = E, i2k+1 = i.  (1个操作) 

对称轴(Cn):    对称操作：Cn, Cn
2, Cn

3, …, Cn
n =E.       (n个操作) 

C2, C3, C4, … 

非真轴 (Sn):    对称操作：Sn= Cnσh = σhCn 

                         n为偶数：Sn, Sn
2, Sn

3, …, Sn
n = Cn

nσh
n = E. (n个操作) 

                         n为奇数：Sn, Sn
2, Sn

3, …, Sn
n = Cn

nσh
n = σh， 

Sn
n+1, Sn

n+2, Sn
n+3, …, Sn

2n = E.  (2n个操作) 



  2  等价对称元素 

若一个对称元素 A被一个操作变为元素 B,这一操作是由第三个
元素 X所生成的，当然可以用 X-1把 B变回 A. A和 B两个元素称为
等价. 
例如： NH3分子：对称元素：{C3，σv(1)，σv(2)，σv(3)} 
            

σv(1)
σv(2)

σv(3)

H

HH

 
 

C3 σv(1) = σv(2), C3C3 σv(1) = C3
2 σv(1) = σv(3) 

  所以，三个对称面等价。 

 

3 对称点群 

 
分子点群：对称操作的完全集合构成的群——对称点群。 
 

        例 1：   G = { σv, σv
2 = E}      FONO:   Cs点群 

                        单位元: E;    封闭性. σvσv = σv
2 = E, σvE = σv 

                         逆元素. σv
-1 = σv 

                     

         例 2：  G = {E, C2, σv(1), σv(2)}    H2O： C2V点群 

单位元: E 

封闭性. σv(1) C2 = C2 σv(1) =σv(2), σv(1) σv(2) = C2 

逆元素:  C2
-1 = C2,  σv

-1 = σv 

结合律.  {C2 σv(1) } σv(2) = C2 {σv(1) σv(2)} 



 

O

HH

C2
σv(1)

σv(2)

-
O

HH

C2
+

O

HH

O

HH

σv(2)
+

σv(1)

O

HH

C2

+
O

HH
-

O

HH

σv(2) σv(1)
-

C2 σv(2) σv(2) C2= = σv(1)

C2σv(2) σv(2)= =σv(1) σv(1)
 

 
 
 
 
 
 
 



        例 3：  G = {E, C3, C3
2, σv(1), σv(2)，σv(3) }    NH3：  C3V点群 

 
 

    

σv(1)

σv(2)

σv(3)
+

σv(1)

σv(2)

σv(3)

σv(1)

σv(1)

σv(2)

σv(3)

+

C3σv(3)

σv(1)C3 = σv(1) σv(1)C3 = σv(3) ...
 

 
         
                      

C3V     E        C3        C3
2       σv(1)      σv(2)      σv(3) 

E        E         C3       C3
2      σv(1)      σv(2)      σv(3) 

         C3           C3        C3
2      E         σv(3)      σv(1)      σv(2) 

C3
2       C3

2       E        C3        σv(2)      σv(3)      σv(1) 

σv(1)   σv(1)   σv(2)    σv(3)     E            C3          C3
2 

σv(2)   σv(2)   σv(3)    σv(1)    C3
2          E            C3 

σv(3)   σv(3)   σv(1)   σv(2)     C3                C3
2           E 

 

循环子群： H = { E,  C3 ,  C3
2} 

 



 4  分子对称性的分类 
 

   

Linear ?

i ?

No

Two or more
Cn,  n    3 ?

Yes

NoYes

C vD h

Td, Oh, Ih, etc

Yes No

Cn ?
Cs
Ci
C1

No

σ
i

Pick the Cn of 
 highest order

nC2    Cn ?

Yes

Yes No

σh ?

n σv ?

σh ?

Yes No

Dnh Yes
No

Dnd Dn

Yes

Cnh

n σv ?

No

Yes No

Cnv
S2n ?

Yes No

S2n Cn

How to determine the point group of a molecule
 

 
 
 



5 实例 
 

   

C CC

H

H

H

H

C2
'

C2
'

C2 ,   S4

H2CCCH2

S4

 
 
1,3,5,7-四甲基环辛四稀 

 
  丙二稀：D2d;   1,3,5,7-四甲基环辛四稀：S4. 

 
 6 对称操作的类 
 
   C3V  点群 
类:   (i)  E;       (ii)  C3 ,  C3

2.    记为：2 C3 

σv(1)-1 C3 σv(1) = σv(1) C3 σv(1) = C3
2 

        (iii)  σv(1), σv(2), σv(3).   记为：3σv 

 C3
-1

 σv(1) C3 = C3
2
 σv(1) C3 = σv(3) 

 C3
-1

 σv(1) C3
2 = C3 σv(1) C3

2
 = σv(2) 

 



(1)  反演.  i自成一类。 

(2)  反映.  σh 自成一类; nσv 一类；nσv′ 或 nσd为一类。 

                σv

σv

σv
'

σv
'

 
 

(3)  真转轴.    在循环群中，Cn, Cn
2, …, Cn

n-1的每一个自成一

类。在其它较高对称性群中，Cn
m 和 Cn

n-m应列入同一类。如 

 

                  旧符号                         新符号 
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             C3v          E         2C3          3σv 

               E 

2C3 

 3σv 

 

 

 



 6.3  群的表示 

1群的表示矩阵 

   C2V点群 

                  x

y

z

σv

σv'

C2

 
 

选择 x, y, z为基 — 三维表示.   

在对称操作下，点的变换 

),,(),,( zyxzyxE =
∧

,          ),,(),,(2 zyxzyxC −−=
∧

 

),,(),,( zyxzyxv −=
∧

σ         ),,(),,(' zyxzyxv −=
∧

σ  

或 
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所以, 对应的变换矩阵 

 

  E:  
















100
010
001

                C2:  














−

−

100
010
001

 

 

  σv:  














−

100
010
001

                σv′:  













−

100
010
001

 

可以证明，矩阵满足群的乘法表 

 

          C2V           E         C2         σv         σv′ 

           E             E         C2         σv         σv′ 

         C2                  C2             E               σv′             σv 

         σv            σv        σv′         E         C2 

         σv′          σv′         σv         C2        E 

                        

  



 
∧∧∧

= '
2 vv C σσ    

vvC σσ =
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即，对称操作与表示矩阵存在一一对应关系。 

EE

ABBA

AA

AA

↔

⇔

↔

⇔

∧

∧∧

−
∧
−

∧

11

 

因此，对应的表示矩阵构成一个群，这个矩阵群就叫做群的一个

矩阵表示(三维表示)。 

选取不同的基，将得到不同的表示。 

     一维表示 

      E        C2       σv        σv′ 

 z    1         1         1         1 

 x    1       -1         1        -1 

 y    1       -1        -1        1 

 

2 可约表示与不可约表示 

  设矩阵完全集 E, A, B, C, D, …, 构成一个群的表示. 若对每一个矩

阵进行相同的相似变换，得到新的矩阵组也是群的一个表示。 



       BFFB
AFFA
EFFE
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若相似变换使所有的矩阵按同样的方式块对角化，例如 
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… 

由矩阵乘法有 

   
333
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DBA
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由此可见各组矩阵 

    E1′, A1′, B1′, C1′, … 



E2′, A2′, B2′, C2′, … 

E3′, A3′, B3′, C3′, … 

本身都是一个群的表示。于是我们称矩阵完全集{E, A, B, …}为可

约表示。 

如果找不到相似变换对群的表示矩阵按上述方式约化，这一表示

称为不可约表示。 

 

6.4 群表示的特征标理论 

1特征标 

∑Γ=Γ=
µ

µµχ )()()( RRtrR iii                                 (6.1) 

例如 

   E: 
















100
010
001

            C2:  














−

−

100
010
001

 

3)( =Eχ                     1)( 2 −=Cχ  

 

2不可约表示的性质   

(a) 群的不可约表示的维数平方和等于群的阶。 

hllli =++=∑ 2
2

2
1

2
                                    (6.2) 

(b) 不可约表示的特征标平方和等于 h. 

     hR
R

i =∑ 2)]([χ                                              (6.3) 

(c) 由两个不同的不可约表示的特征标作为分量的向量正交。 



     jiifRR j
R

i ≠=∑ 0)()( χχ                 (6.4) 

(d) 在一个给定表示中所有属于同一类操作矩阵的特征标恒等。 

      )()( 1RXXR ii
−= χχ                                (6.5) 

(e) 群的不可约表示的数目等于群中类的数目。 

 

3 特征标表    

 

           E        A         B         C     …  

Γi    χi(E)    χi(A)    χi(B)   χi(C)  … 

 

a)  C2V  点群 

   C2V  点群有四类元素，故有四个不可约表示，即有 

                 42
4

2
3

2
2

2
1

2 ==+++=∑ hllllli  

  所以，四个不可约表示均为一维表示，即 

                  l1 = l2 =l3 = l4 = 1 

  所有的群都有一个一维的全对称表示，即它的特征标全等于 1。               

                          

          C2V           E        C2      σv      σv′ 

           Γ1             1        1        1        1 

         Γ2                     1            -1          -1       1 

         Γ3             1       -1        1       -1 

         Γ4             1        1        -1      -1 

     

 

                       



(b)  C3V  点群 

         类： E;    2C3;    3σv 

  故       

      62
3

2
2

2
1 =++ lll  

  不可约表示的维数：l1 = 1,  l2 =1， l3 = 2. 

                         

        C3V       E     2C3     3σv 

        Γ1         1        1        1 

        Γ2         1        1       -1 

        Γ2         2       -1       0 

                                 

完整的特征标表包括四个部分 

                    

        C3V       E     2C3     3σv 

        A1         1        1        1             z                     x2+y2, Z2 

        A2         1        1       -1            Rz 

        E           2       -1       0          (x, y) (Rx, Ry)    (x2-y2, xy)(xz,yz) 

       II                    I                            III                    IV 

 

                       

          C2V           E        C2      σv      σv′ 

           A1             1        1        1        1          z            x2, y2, z2 

         B2                     1            -1          -1       1          Rz           xy 

         B1             1       -1        1       -1          x, Ry       xz 

         A2             1        1        -1      -1          y, Rx      yz 

                           

 



 不可约表示的符号意义 

  （1） 一维：A & B; 二维：E;   三维：T（或 F）  

  （2） 对于绕主轴 Cn转动 2π/n, 对称的一维表示(χ(Cn)=1)用 A

标记，反之用 B. 

  （3） 下标 1和 2通常附加到 A或 B上，用来分别标志它们对

于垂直于主轴的 C2是对称的或反对称的，如果没有这种 C2对称轴

时，标志对于垂直对称面是对称的或反对称的。 

   （4） 一撇和两撇附加在所有字母上，用来指出它们对于σh是

对称的或反对称的。 

    （5）  存在反演中心的群中，下标 g和 u标记对反演是对称

的或反对称的。 

    （6）…   

 

6.5 可约表示的约化 

 1  不可约表示的数目 

     )()(1 RR
h

a
R

ii ∑= χχ                           (6.6) 

例 1 

        C3V       E     2C3     3σv 

        A1         1        1        1 

        A2         1        1       -1 

        E           2       -1       0 

        Γa          5        2       -1 

        Γb          7        1       -3 

 



    利用(6.6)，对于Γa 有 
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a

 

    即    

Γa = A1 + 2A2 + E 

          类似地， 

                         Γb = 3A2 + 2E 

         

  例 2      以水分子三个内坐标的位移矢量为基，够造 C2V的表示

并将其约化。    
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          C2V           E        C2      σv      σv′ 

           A1             1        1        1        1          z            x2, y2, z2 

         B2                     1            -1          -1       1          Rz           xy 

         B1             1       -1        1       -1          x, Ry       xz 

         A2             1        1        -1      -1          y, Rx      yz 

         Γr1r2φ         3        1        3        1    
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6.6 群论和量子力学 

     1  直积 (Direct product) 

         设 R是一个分子对称群中的操作，X1, X2, …, Xm和 Y1, Y2, …, 

Yn是两组函数，它们是群表示的基， 即 

 

 

 

 

 

 

 

或 

 

下式也成立 
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XiYk称为 Xi和 Yk的直积的一组函数，也构成群表示的基。 

zik,jl 是 (mn) × (mn)阶矩阵 Z的元素。 

 

定理： 直积表示的特征标等于单个函数集合作为基表示的特征

标的乘积。 

  )()()( RRR YXZ χχχ =      (6.8) 

 

 C4V      E      C2    2C4      2σv     2σd 

   A1      1       1        1         1         1       

   A2      1       1        1        -1       -1 

   B1      1        1      -1         1       -1 

   B2      1        1      -1        -1        1 

   E        2      -2        0         0        0 

A1A2    1       1        1       -1        -1 

B1E      2       -2        0        0         0 

E2         4        4         0        0         0 

 

这些直积表示可约化： 

   A1A2 = A2      B1E = E     

   E⊗E = E2 = A1 + A2 + B1 + B2 

结论： 

    只有当不可约表示 ΓA =不可约表示ΓB时，直积表示ΓAB中才

包含全对称表示。 

 

 

 

 



2 非零矩阵元的判断 

     ∫
∫

ΨΨ

ΨΨ
=

∧

τ

τ

d

dH
E

ji

ji

                                                 (6.9) 

 

Hamilton算符对分子对称点群的所有操作是全对称的， 所以，

只有当Ψi和Ψj属于分子点群的同一不可约表示时，能量积分可能不

为零。 

光谱跃迁几率 

ji EEh −=υ  

            IR 

               τµ dI ji ΨΨ∝ ∫                              (6.10) 

         i
i
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i zeyexe ∑∑∑ ++=µ          (6.11) 
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ΨΨ∝

∫
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∫

                               (6.12) 

  若所研究的两个态的表示直积是或包含一个 x, y或 z分别所属

的不可约表示，则电偶极矩跃迁是允许。 

   Raman散射至少需要一个非零的下列积分 

                   τdP j
vv ΨΨ∫ 0

                      (6.13) 

式中 P是一二元函数 

              ),,,,( xyzzyyxxfP αααα=    (6.14) 



Ψv
0属于全对称的表示，如果所包含的这个正则方式Ψv

j与分子

的饿极化率张量的一个或多个分量（αxx, αyy, … ）是属于相同的表

示，则这个基频跃迁是拉曼活性的。 

 

特征标表的应用 

 

     D3h     E       2C3      3C2      σh      2S3     3σv 

    A1′       1          1         1          1        1        1                      x2+y2, z2 

    A2′       1          1        -1          1        1       -1        Rz 

    E′         2         -1        0          2        -1       0       (x, y)      (x2-y2, xy) 

    A1′′      1          1          1        -1        -1      -1 

    A2′′      1          1         -1       -1         -1       1       z 

      E′′      2         -1         0        -2         1        0     (Rx,Ry)   (xz, yz) 

 

      D3h 对称的分子：  

      Only Raman-active:     A1′  ,  E′′ 

      Only IR-active:            A2′′ 

      Raman & IR-active:     E′ 

CO3
2- : 

      ν1(A1′):      Raman-active 

       ν2(A2′′):     IR-active 

ν3(E′), ν4(E′):    Raman & IR-active 

 

 

 

 

 



3 投影算符 (Project operator) 

  
∧∧

∑ Γ= RR
h
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j
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j
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st *])([ )(
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                           (6.15) 

∧∧

∑= R
h
l

P
R

jj
j

)(
)(

χ                            (6.16) 

h: 群的阶； li:  不可约表示 j的维数。 

例子．  讨论 NH3 （C3V）三个键伸缩内坐标对分子振动的贡献。 

                

        C3V       E     2C3     3σv 

        A1         1        1        1             z                     x2+y2, Z2 

        A2         1        1       -1            Rz 

        E           2       -1       0          (x, y) (Rx, Ry)    (x2-y2, xy)(xz,yz) 

      Γ             3        0       1 

 

Γ = A1 + E 

Γ  
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只有在对称操作下不动的坐标对特征标有贡献。 

投影算符作用到任一坐标有： 

13213213211 )(
3
1][

6
1

1 SrrrrrrrrrrA =++=+++++=Γ  

23213211 )2(
3
1]2[

6
2 SrrrrrrrE =−−=−−=Γ  

类似地，我们可获得 E表示的另外一个对成性匹配的坐标 

)(
2

1
323 rrS −=  

 


